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Codes Autoduaux Principaux et Groupe d'Automorphismes de
l'Algebre A = F 2r[X1, -, Xn]/(X~-I,-, X~ -1)
A. POLl ET M. VENTOU
Nous demontrerons dans eet article que Ie groupe d'automorphisme de l'algebre A opere
transitivement sur l'ensemble des codes autoduaux qui sont des ideaux principaux.
We prove in this paper that the group of automorphisms of a certain algebra A acts transitively
on the set of all self dual codes on A which are principal ideals.
INTRODUCTION
F2,[XI,. . . , Xn]/(Xi -1, ... ,X~ -1) est une algebre sur Ie corps F 2 ,.
Cette algebre A est representable par l'ensemble des polynomes acoefficients dans F 2"
dont les degres partiels en X i sont inferieurs a2 (1,,;;i ,,;; n) . La somme et Ie produit de
deux tels polynomes sont egaux respectivement ala somme et au produit habituels dont
on prend Ie residu modulo xi -1, ... , X~ -1. Une base de A considere comme espace
vectoriel sur F 2, est la base (B) des monomes (B) = {X~, .. . X~/O";; ij < 2, 1,,;; j,,;; n} . Le
cardinal de (B) est c1airement Z".
Nous designerons par Ann I l'ideal des elements de A dont le produit avec chaque
element de I est nul (I etant un ideal de A).
Nous designerons enfin par I l.l'espace vectoriel orthogonal al'espace vectoriel I (pour
Ie produit scalaire canonique defini par rapport ala base (B)).
Nous savons qu'il n'y a que deux sortes d'elements dans A. D 'une part il y a des elements
de carre nul, d'autre part des inversibles, L'ensemble des elements nilpotents est l'unique
ideal maximal P de A. Tout element inversible peut s'ecrire sous la forme a +p ou p2 = 0
et a E IF~,. Enfin ((Xl -1) . .. (Xn -1)) est Ie seul ideal minimal de A [5].
LEMME 1. L'ensemble {(XI-1)i, ... (Xn-1)i·/O,,;; ij,,;;1, 1,,;;j";;n} est une base (B ')
de A.
II suffit de demontrer que cette famille, de cardinal 2n , est une famille libre.
Soit C une F 2 , combinaison linea ire nulle de ces elements:
C = L ai"....t; (Xl _1)i, ... (Xn _1)i. = 0
(i" .. .. i.)
(ah .....i. E F2,).
Demontrons par l'absurde, que tous les coefficients sont nuls. Soit {3 le coefficient (suppose
non nul) de (Xl _1)k, .. . (Xn -ir- pour un plus petit (kI, . . . , k n ) pour l'ordte naturel
produit. On a
Cette egalite implique que {3 est nul ce qui contredit l'hypothese et dernontre done Ie
lemme.
Soit maintenant, {iI, . . . , is} une partie E de {1, ... , n}. Soit gl une F2, combinaison
lineaire d'elements de (B ') dont les degres partieIs en Xi " ... ,Xi, sont egaux al..Soit g2
une F 2 , combinaison lineaire d'elements de (B ') dont chacun a un degre partiel nul en
Xi,~ X i2, ... ou x..
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LEMME 2. G, et G2 sont lineairement independants s'ils ne sont pas nuls.
Supposons en effet avoir l'egalite g2 = t + r, ou r est un element de (E') dont le degre
en Xit (par exemple) est nul.
Si gl et g2 sont lineairement dependants, on peut ecrire successivement:
gl = ag2 (a E F 2,),
(Xit -l)gl = 0,
a (Xit -1)g2 ¥ 0.
Par Ie Lemme 1, il est necessaire que a soit nul, ainsi que gl et g2, ce qui demontre Ie
lemme.
LEMME 3. Tout endomorphisme non nul de l'algebre A peut etre represente par un
ensemble de substitutions de la forme
n
x,» 1+ L Aj.k(Xk -1)
k=l
(A j•k E A)(l,,;;;j,,;;; n). (1)
Reciproquement toute substitution de la forme (1) definit un endomorphisme non nul de
i'algibre A.
En effet, soit T un endomorphisme non nul de A. X, etant un inversible de A on a done
X, = a +p, avec PEP, et T(Xj) = a +q, avec q E P, puisque T(p) E P, a E 1F2,.
Reciproquement soit un ensemble de substitutions de la forme (1). Cette application
de A dans A est un endomorphisme si on a T[(Xi _1)2] = 0(1";;; i,,;;; n). Or on verifie sans
difficultes les egalites suivantes:
T[(Xi _1)2] = £ AZk(Xk _1)2 = °
k=l
ce qui acheve la demonstration.
PROPOSITION 1. L'endomorphisme de A, defini par un ensemble de substitutions de la
forme (1) est un automorphisme de A ssi on a
Aln)A 2 n
... ~o (modP).
Ann
Al.n~~~-1))
An.n(Xn -1)
En effet T est non injectif ssi 1'0n a T[(Xl -1) ... (Xn -1)] =°(puisque ((Xl-
1) ... (Xn -1)) est Ie seul ideal minimal de A). On ales egalites suivantes:
(A l ' l~l -1) ...=det ... . ..A n•l(Xl-l)
= det (~.l'.l ::: ~.l••n)
A n.l A n.n
x (Xl-i)' .. (Xn -1) (car (Xj - l )2= 0,1 ,,;;;j,,;;;n).
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On remarque pour finir, qu'un element d(XI -1) ... (Xn -1)(d E A) est nul ssi d est un
element de P.
Designons par Aut A le groupe de tous les automorphismes de l'algebre A.
PROPOSITION 2. Aut A opere transitivement sur P\P2 , mais pas sur r'.
On sait que tout element g de P\P2 peut s'ecrire sous la forme g =
AI (Xl -1) +... +An (Xn -1)/Ai E A, 1:os; i:os; n, Ak E A \P pour un certain k.
Soient I/!k et l/Jk deux automorphismes de A respectivement de finis par les ensembles
de substitution:
{XI - 1 ~Xk - 1I/!k Xk-1~XI-1
Xi - 1~ X, - 1 si j ~ 1 et j ~ k,
{
X i - 1~Xi - 1 sij ~ k,
l/Jk n
X k -1 ~ i~l Ai (Xi -1),
on a l/Jk 0 I/!k[XI -1] = g ce qui prouve que A opere transitivement sur P\P2. Enfin, soient
gl = (Xl -1)(X2-1) et g2 = (Xl -1)(X2-1) + (X3 -1)(X4 -1) deux elements de p 2. On
peut verifier les egalites
dim (gl) = 2n - 2 ,
dim (g2) = 2n - 2+2n - 3 ,
ce qui acheve la demonstration.
LEMME 4. Pour tout ideal I de A on a I'inclusion: Ann I £; I",
En effet, si deux elements de A sont de produit nul, on sait qu'alors leur produit scalaire
(dans la base (B)) est nul.
PROPOSITION 3. Soit g un e1ement de p 2 • Il existe un eliment h appartenant
a(Ann (g))\(g).
Supposons l'element g ecrit sur la base (B'). Soit r Ie nombre de variables intervenant
dans l'ecriture de g.
Nous allons faire la demonstration par recurrence sur le nombre r. Notons que r ne
peut etre egal a1 puisque g est dans p 2 •
(i) r = 2. Alors g est de la forme (par exemple)
g = a (Xl -1)(X2 -1) avec a EF2' ,
et l'element (Xl -1) appartient a(Ann (g))\(g).
(ii) Supposons la proposition vraie pour r :os; s - 1.
Demontrons la proposition pour r = s. On peut supposer que les seules variables qui
interviennent dans l'ecriture de g sont XI. X 2, ... .X; On peut ecrire g = gt (X;l )g2' ou
X, n'intervient pas dans l'ecriture de gh ni de g2. Par hypothese de recurrence, il existe
un element h appartenant a (Ann (gl))\(gl). Posons hI = (Xs -1)h. On a hlg = O. Si h:
n'appartient pas (g), alors la proposition est demontree, Dans Ie cas contraire on a
hI = (al + (Xs -1)a2)(gl + (Xs -1)g2)
= algI + (Xs -1)(alg2 +a2gl).
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Posant E ={s}, et appliquant le Lemme 2, on peut ecrire
h = alg2 +a 2g1,
0= algI.
Par consequent alg2 annule (g ). Supposons que l'elernent alg2 appartienne a(g). On peut
ecrire
d'ou 1'0n deduit
alg2 = blgh
0= b2g1+hl g2 •
On en deduit alors
ce qui contredit l'hypothese de recurrence. Par consequent on a
ce qui demontre la proposition.
I hi d (2m -1) 2,(2n -'-n -ll+1THEOREME. Aut A opere transitivement sur 'ensem e es
codes autoduaux principaux de A.
En effet, si g est un element dep\p2 , alors on peut ecrire , par la Proposition 2
dim (g) = dim [(Xl -1)] = t dim A, et done (g) = (g ).L .
Si g est un element de A \P, alors (g) est egal aA.
Si, enfin, g est un element de p 2, alors (Proposition 3, Lemme 4) (g ) r'=. (g) .L.
Par consequent (Proposition 2) Aut A opere transitivement sur l'ensemble des codes
autoduaux de A .
Enfin, on ales egalites, pour tout g de P\p2 :
I(g) 11 [P\p2 ]1= I(Xl -1) 11 [P\p2 ]1 (Proposition 2)
dim «Xl -1) 11 p 2 ) =[dim (Xl -1)] -1 [5]
et, par consequent,
de plus, on a IP\P 2 1 =NJ.1(Xl -1)1, ou N designe le nombre de codes autoduaux
principaux de A. Comme p 2 est indus dans P, on a encore
On sait par ailleurs [5] que l'on a
dimP = (dimA)-1 = 2n-1
dim p 2 = 2n - n - 1.
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Nous en deduisons
(2r)2n-l _ (2 r)2n-n-l
N = 2 (2r)2n 1
= 2. (2 r)2n-'-n-\(2rr -1),
ce qui acheve notre propos.
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REMARQUE. Pour n =1, Ie denombrement ci-dessus peut etre retrouve dans [4].
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